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Résumé. Nous proposons un algorithme de classification non-supervisée par modele
de mélange pour une classe générale de données fonctionnelles. Ces réalisations aléatoires
peuvent étre mesurées avec erreur a des points d’observations discrets, éventuellement
aléatoires, dans leur domaine de définition. L’idée est de construire un ensemble d’arbres
binaires par découpage récursif des observations. Le nombre de groupes est déterminé
grace aux données. Cet algorithme fournit des résultats facilement interprétables et de
rapides prédictions sur de nouvelles données. Les résultats sur des données simulées
montrent de bonnes performances dans différents cas complexes.

Mots-clés. Analyse en composantes principales fonctionnelles mutivariées, Classifi-
cation non supervisée, Modele de mélange

Abstract. We propose a model-based clustering algorithm for a general class of
functional data. The random functional data realizations could be measured with error
at discrete, and possibly random, points in the definition domain. The idea is to build
a set of binary trees by recursive splitting of the observations. The number of groups
are determined in a data-driven way. The algorithm provides easily interpretable results
and fast predictions for online data sets. Results on simulated datasets reveal good
performance in various complex settings.

Keywords. Gaussian mixtures, Model-based clustering, Multivariate functional prin-
cipal components analysis

1 Introduction

Les capteurs sont de plus en plus présents dans notre vie quotidienne. Ceux-ci fournissent
un grand nombre de données pouvant étre modélisées comme données fonctionnelles. La
quantité de données collectées de cette facon augmente rapidement, de méme que leur cott
d’étiquetage. Ainsi, il y a un intérét croissant pour les méthodes qui visent a identifier
des groupes homogenes au sein d’ensembles de données fonctionnelles.

Supposons un échantillon de N courbes provenant d’un méme processus aléatoire,
éventuellement mesurées a des instants différents et détériorées par un bruit aléatoire.
Notre but est de définir une procédure, basée sur un échantillon de N courbes bruitées,
permettant de constuire des groupes de courbes similaires.



2 Modele

La structure de nos données, appellées données fonctionnelles multivariées, est similaire
a celle présentée par Happ et Greven (2018). Les données consistent en des trajectoires
indépendantes d’un processus stochastique X = (X(l), e ,X(P))T , P > 1. Pour chaque
1 <p< P,soit T, = [0,1]%,d, > 1. Chaque coordonnée X® : T, — R est supposé
appartenir & £2(7,) muni du produit scalaire usuel, noté (-, ). Ainsi, X est un processus

stochastique indexé par t = (t1,...,tp) appartenant a 7 = Ty X --- X Tp et prenant ses
valeurs dans H == L2(T7) x -+ x L2(Tp). Considérons la fonction {(-,-)) : H x H — R,
P
(f.9) = (fP, 9%, fgeH.
p=1

Happ et Greven (2018) montrent que H est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
{(-,-). Soit K un entier positif, et soit Z une variable aléatoire prenant valeurs dans
{1,..., K} tel que

K

P(Z=k)=p, avec pr>0 et Zpk =1.

k=1
La variable Z représente 'appartenance a un groupe des réalisations du processus. Nous
considérons que le processus stochastique X suit un modele de mélange fonctionnel a K
composantes, qui permet la représentation suivante :

K
X(t) = Zﬂk(t)l{zzk} + Z€j¢j(t)7 teT, (1)
k=1 Jjz1
ou
® [iy,..., ik € H sont les courbes moyennes par groupe.

e {¢;};>1 est une base orthonormale de H.

e Les &,7 > 1 sont des variables aléatoires de R et conditionnellement indépendantes
sachant Z. Pour chaque 1 <k < K, &|Z =k ~ N(0,0,%j) pour tout 5 > 1.

Lemme 1 Soit X défini par le modele pour une certaine base orthonormale {¢;};>1.
Soit {1;},;>1 une autre base orthonormale de H, considérons

= (X — ), 521 avee p() =3 punl-)

Alors
GIZ =k~ N(mi, ), ot myg = (ke — s et 7= (b, ) 00

>1



Remarque 1 Le lemme [1| montre que, peu importe le choix de la base orthonormée
{1;}j>1, les groupes seront préservés aprés avoir projeté les observations dans cette base.
Cependant, au regard de l'objectif, certaines bases seront plus adaptées que d’autres.

En pratique, il n’est pas possible d’utiliser un nombre infini d’élément dans la base
{1;}j>1, et la représentation doit donc étre tronquée. On peut montrer, sans utiliser
I’hypothese de normalité des coefficients, que cette troncature peut étre arbitrairement
précise. Supposons donc que la représentation est tronquée a J termes. La base
construite par analyse en composantes principales fonctionnelles multivariées (MFPCA)
est celle qui induit la meilleure approximation (en terme de variance expliquée) a J donné
(cf. Happ et Greven (2018)). Ainsi, parmi les bases utilisables en pratique, la base
MFPCA sera a privilégier dans 'optique de la classification non-supervisée.

2.1 Estimation des parametres

En pratique, les réalisations de X sont généralement mesurées avec erreur a des points
d’observations discrets, éventuellement aléatoires, dans leur domaine de définition. Pour

chaque 1 < n < N, et étant donné un vecteur d’entiers positifs M,, = (Mél), o ,M,(LP)),
considérons T}, m = (T,S,l,)nl, . ,Téﬁ%p), 1<m,< M,(Lp), 1 < p < P comme étant les points

d’observations aléatoires pour la courbe X,,. L’entier M représente le nombre de points
d’échantillonnage pour la composante p de la courbe X,,. Ces instants sont obtenus comme
étant des réalisations indépendantes d’une variable aléatoire T prenant ses valeurs dans 7T .
Les vecteurs My, ..., My représentent un échantillon indépendant d'un vecteur aléatoire
M de moyenne pung qui croit avec N. Nous supposons que les réalisations de X, M et T
sont mutuellement indépendantes. Ainsi, nous observons les paires (Y, m, Th.m) € R x T,

oum = (my,...,mp),1 <m, < M,Sp), 1 <p < P avec Y, n, défini comme
Yn,m = Xn(Tn,m) + En,m; 1 S n S N, (2)

et les €, m sont des réalisations indépendantes de € € RP centré et de variance finie.

Les estimateurs des fonctions moyenne et covariance d’une composante X® 1 <
p < P du processus X peuvent, par exemple, étre estimés en utilisant Yao, Miiller et
Wang (2005). Concernant l’estimation des fonctions propres et des valeurs propres de la
MPFCA, ainsi que les projections des observations sur la base de fonctions propres, nous
utilisons Happ et Greven (2018).

3 fCUBT

Soit Sy = {Xi,..., Xy} un ensemble de réalisations du processus défini en . Nous
considérons le probleme d’apprentissage d’une partition U tel que chaque élément U de
U contienne des éléments de Sy similaires. Notre procédure suit les idées de 'algorithme
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CUBT, proposé par Fraiman, Ghattas et Svarc (2013) que 'on adapte aux données fonc-
tionelles. Dans la suite, nous décrivons l'algorithme de clustering fonctionnel par arbres
binaires non-supervisées (fCUBT).

3.1 Construction de ’arbre maximal

Dans la suite, notons ¥, un arbre binaire complet représentant une partition imbriquée
de Sy, et ® > 1 sa profondeur. Soit Sy le noeud racine auquel on assigne ’ensemble
Sy. Chaque noeud G,; C Sy est indexé par la paire (9,j) ou 0 <0 < ® est I'indice de
profondeur et 0 <j < 2? est 'indice du noeud. Chaque noeud, non terminal, G, ; a deux
enfants, Gyt1.9 et Goyy 9541, tel que

Goj = Got1,21 U Gopr2js1-

Un arbre ¥ est ainsi défini par un découpage récursif des observations. A chaque étape,
un noeud G, est potentiellement découpé en deux s’il remplit certaines conditions. Une
MFEFPCA avec nconp composantes, neomp < J, est faite sur les éléments de G, ;. 1l en résulte
un ensemble de fonctions propres, associé a un ensemble de valeurs propres. Nous pouvons
construire la matrice Cy; dont les colonnes sont les projections des éléments de G, ; sur
I’ensemble des fonctions propres. Pour chaque K = 1,..., K4, nous ajustons un modele
de mélange gaussien (GMM) sur les colonnes de Cy ; par algorithme EM. Les modeles sont
notés {My, ..., Mk, .. }. Le nombre de groupes dans le noeud est estimé avec le BIC,

l?a,j: argmax BIC(Mg)
K=1,...Kmax

Si I?DJ > 1, le noeud G, est coupé en deux en utilisant le modele Ms. Sinon, ce noeud
est considéré comme étant un noeud terminal, et la construction de ’arbre est stoppée
pour celui-ci.

La procédure continue jusqu’a ce que I'un des criteres d’arrét soit satisfait : qu'’il y ait
moins de minsize observations dans le noeud ou alors que I'estimation K4 ; du nombre
de clusters dans le noeud G, soit égal a 1. Quand l'algorithme est terminé, un label est
assigné a chaque feuille de I'arbre.

3.2 Etape de jointure

En théorie, 'arbre a le méme nombre de feuilles que le processus X a de composantes.
En pratique, c’est rarement le cas et le nombre de feuilles peut étre bien supérieur au vrai
nombre de groupes. Ainsi, une étape de jointure, dont 1'idée est d’associer des noeuds qui
n’ont pas le méme ascendant, peut étre nécessaire.

Soit G = (V, E) un graphe on V = {G,;,0 < j < 2°,0 < ? < D|S,; est une feuille}
est I’ensemble des sommets et

E = {(60717 G ) |Goj Guyy €V, Gy # Goryr et Kiojyu ) = 1}
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est Uensemble des arétes. K. (@,j)u(e,i7) est 'estimation du nombre de groupes dans G, ;UG 5
en utilisant la méme méthodologie que pour I’étape précédente.

Pour chaque élément (&, ;, Sy ) de E, nous associons la valeur du BIC qui correspond
a K, @j)u.i)- L'aréte de G ayant la plus grande valeur du BIC est ensuite supprimée, et
les sommets associés sont joints. Il y a donc un groupe en moins. Cette procédure est
lancée récursivement jusqu’a ce qu’aucun noeud ne puisse étre joint avec un autre ou bien
qu’il n’y ait plus qu'un noeud dans ’arbre.

Une fois la partition U créée, nous pouvons utiliser celle-ci pour classifier de nouvelles
observations. Cette classification se fait par descente de I'arbre ¥, et nous pouvons donc
calculer les probabilités d’appartenance a chacune des classes pour les nouvelles observa-
tions.

4 Analysis empirique

Montrons les performances de notre algorithme sur un exemple et fixons K =5, P = 2,
Ti = T2 = [0,1]. Un échantillon de N = 1000 courbes bivariées indépendantes est simulé
suivant le modele : pour ¢y, € [0, 1],

Cluster 1: X(l) (tl) hl (tl) + bo g(tl) Cluster 2: X(l) (tl) = hg(tl) + bo_g(tl),
X®(ty) = hy(ty) + 1.5 x bos(ta) X®(ty) = hy(ty) + 0.8 x bys(ta),
Cluster 3: X(l)(tl) hl (tl) + bo g(tl) Cluster 4: X(l)(tl) = hg(tl) + 0.1 x bolg(tl),
X(2)(t2) hg(tg) + 0.2 x bo g(tg) X(Q) (tz) = hg(tg) +0.2 x bo,g(tz),
Cluster 5: X(l)(tl) h3 (tl) + bo 9(t1)
X(2)(t2) hl(tg) + 0.2 x bo g(tg)

Les fonctions h sont définies, par hy(t) = (6 — [20t — 6|), /4, ho(t) = (6 — [20t — 14]), /4
et hs(t) = (6 — |20t — 10]), /4, pour t € [0,1]. Les fonctions by sont définies, pour ¢ €
[0,1], par by (t) = (14+t)"H By (1+t) avec Bg(+) est un mouvement brownien fractionnaire
avec un coefficient de Hurst H. Les proportions du mélange sont supposées égales.

Les données sont obtenues suivant le modele . Chaque courbe est observée a 101
points répartis aléatoirement sur [0, 1]. Les vecteurs d’erreurs sont supposés étre de lois
normales centrées et de variance 1/2. Pour chaque n € {1,..., N}, nous observons une
réalisation du vecteur X = (X +aX®, X(2))T, avec a = 0.4.

Notre méthode est comparée aux algorithmes FunHHDC (Schmutz et al. (2020)),
Funclust (Jacques et Preda (2014)) et k-means (Ieva et al. (2013)) sur les courbes
(k-means-d;) et leur dérivées (k-means-ds)). Nous évaluons aussi notre performance par
rapport & un GMM apres une FPCA (FPCA+GMM) et a notre algorithme si on ne fait que
la construction de I'arbre sans 1’étape de jointure (Growing). Notre algorithme montre de
bonnes performances en terme d’index de Rand (cf. Table [1)) et d’estimation du nombre
de groupes dans le jeu de données (cf. Figure [1).



Method 1 2 3 4 5 6 7+ T % %
£CUBT - - - - 0664 0238 0098 :
Growing - 0.604 0.182 0214 = '
FPCA+GMM - - - - 0414 039  0.19 T
FunHDDC 0.508  0.492 - - - - -
Funclust - 0066 0.182 0.192 0200 0.196 0.164 ﬁ ; ;
k-means-d; - - - - 0.034 0.144 0.822 i
k-means-ds - 0004 001 0094 0874 0010 0008 == .
Table 1: Nombres de groupes Figure 1: Index de Rand

Enfin, la méthodologie est dévelopée pour des données fonctionnelles multivariées pou-
vant étre définies sur des domaines différents et potentiellement de différentes dimensions.
Ainsi, nous pouvons considérer des processus définis sur un carré dans le plan, 7 = [0, 1>
par exemple. Dans ce cas, une décomposition de ce processus peut étre faite, par exemple,
grace a l'algorithme FCP-TPA pour une décomposition tensorielle (Allen (2013)) et donc
étre utilisé dans la MFPCA. Une version complete de I'article est disponible a ’adresse
suivante : arxiv:2012.05973.
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